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枯渇性資源と技術進歩
増 田
?
彦
1. はじめに
資源の希少性が経済成長に及ぼす影響を克服あるいは軽減するものとして，
次のようなものが考えられる。すなわち，技術進歩，稀少資源から豊富な資源
あるいは人間が造れる資本への代替，規模に関する収獲逓増，資本多消費型の
生産物から資本節約型の生産物への需要変化など、。その中でも特に技術進歩の
果たす役割は非常に大きいものであるO 新資源の発見，低品位資源の利用，代
替資源の開発，廃棄物の回収と再利用，資源効率の高い生産方式の開発などに
おいて常に技術進歩が必要とされる。なお，ここでは技術進歩としづ言葉を，
新技術の発見や開発ばかりでなく現存する技術の新たな適用や実施も含む広い
意味で、使っているO
これまでに， Beckmann〔2〕， Stiglitz〔4）は複数の生産要素をもっ Cobb-
Douglas生産関数を用いて，技術進歩が枯渇性資源の消費レベルや経済成長に
どのような影響を与えるかを理論的に検討しているO
この小論においては技術進歩を，資源の総量を増加させるものと資源の使用
効率を高めるものの二つに大別して，それが資源の使用レベルや枯渇時期にど
のような影響を与えるかを理論的に考察するものである。その際一意的な最適
解の存在を証明するO ここで使われるモテ、ルは， Koopmans〔3）のモデ、ルに
技術進歩を導入することにより，それを拡張したものであるO （そして原則と
して Koopmansと同じ記号を用いる。〉枯渇性資源は Barnettと Morse〔1)
の言う「Malthus希少性」を持つと仮定する。すなわち，資源の総量は有限で
あり，その総量まで資源の品位は一定であるとするO そして，社会的効用関数
v（けは資源のみを変数として持ち，生存のために資源の最小使用量rが必要
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であると仮定する。なお， ミクロ経済を考えて，この関数をある資源を保有す
る企業の利潤関数と見なしてもよし、。最適解は，将来の社会的効用を割引率ρ
で割りヲ｜し、た現在価値を最大にするものとする。効用関数 v(r）は fとrで定
義され，二階連続微分可能であり，次の条件を満足すると仮定する。
り’（r)>O (1 a) 
u”（r）くO (1 b) 
り（r)=O (1 c) 
lim v'(r) =oo (1 d) 
7一司’T
(1 a）は社会的効用が資源の増加関数であることを意味するO v(r）が利潤関
数の場合には，通常この性質は大きな fの値に対しては妥当しなし、。そのよう
に修正すると証明が複雑になるけれども，同じ結論が得られる。（1b）は社会
的効用の逓減が働いていることを示－ro c1c）は社会的効用の基準値を設定す
るため，また（1d）は証明の簡略化のために用いられる。
2. 資源の総量を増加させる技術進歩
これは，新資源の発見，低品位資源の利用，代替資源の開発などを可能にす
る技術進歩のように，資源の総量を増加させるものを意味する。ここでは，こ
れらの技術進歩は体化されていない，すなわち外生的に与えられるものとす
る。そして，時期 tにおける資源の総量は RAtで表わされ， Atは t乙0にお
いて定義され，二階連続微分可能であり，次の性質を持つと仮定する。
A。＝l
0三At 
RA1くて
A1三otl) 
(2 a) 
(2 b) 
(2 c) 
(2 d) 
(2 b）は技術変化が退歩しないことを意味する。 (2 d）は技術進歩が加速さ
れないことを意味し，最適解の存在には必要ではないけれども，一意、性に必要
注）記号（・〉と（・・）はそれぞれ変数の時間に関する一次と二次の微係数を示す。
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である。（2c）は，単位時間当りの技術進歩による資源の増加量は最小必要使
用量より小さいことを意味するO 今，関数 f(T)= RAp-rTを考える。（2a) 
より f(O)=R>O，そして（2c）より f'(T)=RAT-rく0。十分に大きなT
に対して f(T）くOので， f(T)=OとなるようなTが一意的に存在する。この
ようなTをTと定義すると， TくT であるTに対して
RAT>rT (3) 
はじめに一意、的な最適解が存在することを， Koopmansと同じ方法で証明する。
定理1
rtが〔0,T〕において連続であり，
J; rt dt~RAT, rt?:,_r，凶g (4) 
という制約のもとで，
V仁川，くrt))=J; 内 （rt)dt (5) 
を最大にするような一意的な最適解が任意の割引率 ρよOに対して存在する。
証明
最初に， OくT＊くTを満足し，任意、に固定された T=T＊ とし、う制約のもと
での最適解 rtを考える。ある o>Oに対して，
rtとどートo,O~t三五T*
となるような最適解が存在すると仮定する。すると，もしらが
／‘7同ホ
I 5t I孟δ，l; St dt=O, 0手伝T*
となる連続関数であるならば，経路
rt=r!+s st, ｜ε｜豆1, o~玉t三三T*
は実行可能解であり，次の関係を満足するO
V〔ρ，T*,(rt）〕－V〔ρ，T*,Cd）〕
= J;* e-Pt(v(rt)-v(r*;))dt 
＝εJ;* e吋 （d')stdt十R（ε〉
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(6) 
(7) 
(8) 
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ここで R（ε〉は εに関する二次の剰余であるO 従って，（6）を満足する任意の
Stに対して，（8）が正でないための必要条件は，
e-ptv'(rT) =C, 0三玉t三五T*
ここでCは定数であるO これと（1a), (1 b）よりヴ＊＞rに対して
(9) 
rt＝ザー l〔e凶 －T*)v'(rト〉〉， O三玉t三五T本 包功
が得られ， rTは連続関数となり，制約条件を満足する。（1b）と側によって，
ρ＝Oに対して行は一定となり， ρ＞Oに対して汚は減少するO もし fトが
与えられれば，帥により解刊は一意的に決定され，それぞれの tにおいて，
rtは微分可能で，与えられた球場の増加関数であるO そして (1d ),(9), (3) 
から
f'T* f' T* 
lim I -r~ dt= I c_ dt=T*z・くRAT*rt.→［J 0 .J 0 
）?????（
また， ωより十分に大きな弓＊に対して
J;* rt dt>RAT本
それ故，
J;* r'l dt=RAT>:< （ロ）
となる一意的な rふが存在し，帥，（1）よりけ＞乙 O手t亘T＊ であるO
次に， rtが一意的な最適解であることを証明するために，ある t0E.〔0,T＊〕
に対して rtoキ月。である任意の実行可能解を η としよう。すると rtと月
の連続性により， t。のある近傍 τc〔0,T＊） のすべての tに対して， rtキrtと
なる。（1b）より
tE.rに対して v(rt)-vかわくかt一月）v’かわ
tE.〔0,T勺－rVこ対して り（rt)-vかわ豆Crt-r'l')v’かわ
従って，（9), (4), （：凶より
V〔ρ，T*,(rt))-V〔ρ，TぺCd))
=J：ネ e一的ω一刀（rt))dt
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くJ了くrt-r!")e-州仰t
＝ 
それ故， r＇； は与えられた T＊ に対して一意的な最適解である。
これまで T＊を固定したものと考えてきたが，ここより変数と見なす。そし
て T本の代りにT, r＇； の代りに rIと書くことiこするO パはO三t孟TくTに
おいてTに関して微分可能であるので，
VT= V(p, T，刊〕＝J; e-川り
もまたTに関して徴分可能で、あるO そこで，（9）より
dVT (T drr 一万一＝e-PTv(rD+ J o e一向＇CrD-jrJ.-dt 
＝円印十e一向’（r~）JoT告Ldt 
（ロ）より
I' T rir 
RA戸 rr+I こ~ d. 
'./" TI J dT 山
従って，
dVT 一一一＝e-pT〔v(r~）－ v'(rD(r・~－ RAT))dT 
ここで
v(rT) 
'(rT) ＝一一一ーナ
rT-R.A_T 
となる rTを r1・ と定義しよう。
そのようならは（1a), (1 b ),
(le), (2c）より図に示される
ように，常に存在する。 (1 b ),
(2 c）から fとどに対して
d〔v(r)-v'(r)(r-RAT）〕
dr 
=-Vぺr)(r-RAT)>O
であるので， ωより
。
。（r)
r 
r ，、rT 
［くl"' dVT rくlr~I = I TT 対して~ー｜＝｜l>I dT l>I 
ωをTに関して微分し，移項すると，（2c), (2d）より
drT RATzぺら〉
与odT vぺrT)(rT-RAT)
次に，加）を（12）に代入し， Tv：こ関して微分し，移項すれば，
dr~ 
dT 
-(r~ － RAT) .ρザCrD
でー + (" くO
( 1 ( T I VぺrDuぺrDI eρ（t-T J CrD 
が（1a), (1 b ), (2 c）から得られる。従って，（15），闘によって
d(r~ － rT) -
dT く0,O三五T手T
ここで， r~ ＝らとなるようなTを Tp と定義すると，
「＞ 1 rく1
もし Tl=I Tpならば， rfl = lrT 
［くj L>J 
それ故， ω，制から
f>l dV・伊［く1Tl= I Tpに対して __E_J= I 
｜く I dT I>/ 
すなわち， VTは T=Tpにおいて一意的に最大値を持つ。証明終
U4) 
U5) 
。
（的
このようにして存在することが証明された最適解は側，但）， ωを満足する。
これよりこの最適解の性質を考察する。
定理2
(i）づd“T一ρくO
ω ρ＝0の時，与＝0
drt 
ρ＞Oの時， dtくO
ここより技術進歩は一定であると仮定する，すなわちん＝α，αRくらすると
At=l＋αt, tと0 (18) 
ω会くO
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dT 
(iV) d;;->O 
( i）は，割引率が上昇する時，枯渇時期が短縮されることを意味する。（i）は，
割引率がゼロの時資源の使用量が一定であり，割引率が正の時資源の使用量が
減少することを示すO ( i）及び（i)の結果は Vousden C 5 J,Koopmans〔3Jなど
によって既に得られている結果と一致する 0 (i）は技術進歩が増加する時，枯渇
時期における資源の使用量が減少することを意味する。（百）は技術進歩が増加す
る時，枯渇時期が延期されることを示すO
証明
( i) ωを（ロ）に代入し，それを ρに関して微分し，移項すると
dT 
dρ 
rT 'I'-t 
'(rT) I 二一一二e.o(t-T)dt
J ’Crt) 
t!rT rr 1 r TT-RAT＋ザ’（rT）」；i一一－e.oCt-T) dt-pv’（rT) I一一－e.o(t-T〕dt
dT Jo uぺrt) J o u’Crt) 
が得られ，（la), (lb), (2c), (1日より名くOo
(i) (10）より明白である。。i) (13), （帥より， αに関して徴分すると，
drT Rv'(rT) 
くOdα － vぺrT)(rT-Rα〉
が（la), (lb), (2けから得られる。
肝） (10）をωに代入し，それと仰をαに関して微分し，移項すると
dT 
dα 
が得られ，
RT一向T）舎に~－－e,oCt一MJ '(rt) 
TT-Ra一〆（rT)( T _!____e.oCt-T) dt /-' J 0 u’Crt) 
( 1 a ) , ( 1 b ) , (19）より5Jzf>o
3. 資源使用効率を高める技術進歩
仕功
これは，資源効率の高い生産方式の開発や廃棄物の回収と再利用などのよう
- 38-
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に，資源の使用効率を高める技術進歩を意味する。ここでは，これらの技術進
歩は体化されていないものとする。そして時期 tにおいて資源を自然単位で rt
だけ使用すれば，技術進歩のお陰で効率単位で九＝Btrtの資源の効果がある
ものとする。ここで Btは tとOにおいて定義され，二階連続微分可能であり，
次の性質を持つと仮定する。
B。＝1 (20 a) 
O三五Et (20b) 
－｝.豆ρ (20 c) 
R＊くτ (20d) 
(20b）は技術変化は退歩しないこと， (20 c）は技術進歩率は割引率より大
きくならないことを意味する。また（20d）は資源総量に技術進歩率を掛けた
ものは効率単位で表わされた資源の最小必要量より小さいことを示すO そして
(20 a ) , (20 d ）より
BtくeR"t, 0くt (21) 
R rr 1 
が得られるo f(T)=・r--.J 。否－；dtという関数を考えると， f(O）＝マ一＞O,
r0 1 R r 
f'(T)=--v-く0となり，制）から f(oo)＝ーァ－ I -v-dtくーァ－ I e-R 
.LJT ’ J u .Vt ιJ u
dt=O。
従って f(T)=O，すなわち
R ＝~J；去dt (2) 
となるような T=Tが一意的に存在する。まず，ここでも Koopmansと同じ
方法を使って，一意的な最適解の存在を証明する。
定理3
rtが〔0,T〕において連続であり，
f：ゅ (23) 
とし、う制約のもとで，
--39 -
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rT 
V〔ρ，T,Crt）〕＝ I 0 e-pt v(Btrt)dt (24) 
を最大にするような一意的な最適解が，（20c）を満足する任意、の割引率 ρミo
に対して，存在する。
証明
最初に， 0くT＊くTを満足し，任意に固定された T=T＊ としづ制約のもと
での最適解 r！を考えるo ある o>Oに対して凶少において rtと長
十dとなるような最適解が存在すると仮定しよう。するともし Stが O手t手T*
において定義され，
I St I豆δ，f；ぃ＝O，凶孟T* 紛
となる連続関数であるならば， ｜ε｜三五1であるような rt＝丹十εStは O手t手T*
において実行可能であり，次の式を満足する。
V〔ρ，T*,(rt）〕－V.〔ρ，T*,（パ〉〉
,.7可
= I~ e-pt〔v(Btrt)-v(Bパ）dt
,-.7、＊
＝εl ; e-ptv'(Bパ）Btstdt十R（ε） (26) 
ここで RCε〉は εに関する二次の剰余であるOωを満足する任意の Stに対し
て倒が正にならないための必要条件は
e-pt Btv' CBtd') = C, o:s;t三五T* 仰
ここでCは定数であるoこれと(1a）ベ1b ),(20 c）より f九＞長「附して
か去~v'-1〔eρ（t-T*)＿空叩川孔 ωタ ω 
が得られ，けは連続関数となり，制約条件を満足する。（1b ), (20 c ), ~笥）か
らBtけは増加することはなし、。もし fあが与えられれば，（却における解 rif
は一意的に決まり，そしてそれぞれの tにおいて，けは微分可能で，与えら
れた fあの増加関数である。そして (1d），制， ωから
,-.7可 F’I'*
lim I : rtdt = lim I : r!dt 
BTげ手→［.v u Bir°t→f u 
rT* r rT 1 
=I 0 -jT;dtくz:J。言tdt=R (29) 
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またωより十分に大きな fあに対して
J;* r・Tめ R
それ故，
f了γ初日
を満足する一意的な f与が存在し，（湖， ωから
わ－J;－.凶三Tキ
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。
次にrが一意的に最適であることを証明するために，ある t0E〔0,T＊〕に
おいて rtoキ汁。となるような任意の実行可能解を η としよう。すると η と
イの連続性により， t。のある近傍 τのすべての tにおいて ηキr~ となる。
(1 b）によって
tEτにおいて v(Btrt)-v(Btr-lf"）くBtCrt-rわがCBtrD
tE〔O,T＊）ー τにおいて v(Btrt)-v(Btd）手BtCrt一作〉ザCBtrD
従って，。ヵ，（23），側より次の関係を得る。
V(p, T*, (rt）〕－V(p,Tぺ内〕＝f；＊代 v(Btrt）ー ゆパ）dt
くJ：スrt-r-lf")e-ptBtv’ CBtr~）dt 
＝げ＊B州 B川ふf；＊ くrtー 制凶
それ故，月は与えられた T＊に対して一意的な最適解である。
これまで T＊を固定したものと考えてきたが，ここより T＊を変数として考
えるO そして T＊の代りにT，バの代りに rIと書くことにする。パは O三五
t孟TくTにおいてTに関して微分可能であるので， VT=Vi〔ρ，T,(rD）も微分
可能となり，的より
dV,,, IT dr'f. 苛ι＝e-pTゆTT~）＋＿｝ 。 e-ptv'(Bパ）Et｛｝，ナdt
向中 ,l~T 
=e-PTv(Bバ〉十e吋 TザくBT吋 J誌はt
しかし（30）より
-41-
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0 dR r drr . =d'I'=rf + .J 。dTu-
であるので，次の式を得るo
dV:’” ~＿：＿＝v(BTrD-BTr~v'(BTrD dT 
ここで、
v(BTrT) 
B"'r = v'(BTrT) TIT 
となるようなrTをらと定義しよう。すると
d(BTヂT） ハ
dT -v 
そしてゆ去に対して
d〔v(Btrt)-Btr〆（Btrt）〕
d(Btrt) 
であるので，（31）によって
叶ヨBんに対して
-Btrtv’＇CBtrt)>O 
dVT rく i~ 
ヲナ｜引 U
。
(32) 
(3) 
また倒を側に代入し， Tで微分し，移項すれば，（20c）より次の関係を得る。
d(BTrD 
dT 
-r'!;, d伽わ（ρ－~）
~ . 一一一一 ＋一一一一一一一一二ιくo
v''(BTrDBT (T l ePCト T油 が（BTrD
Jo B2tv"CBtrD 
ここで r~ ＝会T となるようなTを Tp とすると，明日らば Brr•[;]Bん (34) 
故に，側， ωから
r > 1 , dv"' rくlTl=ITρ ならは一一三ι｜＝｜いくl p ’ dT l>I 
すなわち， Tがれの時に VTは一意的に最大値をもっO 証明終
このようにして存在することが証明された最適解はω，(30），制）を満足するO
これよりこの最適解の性質を考察するO
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定理4
dT 
(i) dPくO
13. di'. r・
(i) -B~くρ の時， Cit-くO，三子くO
3ヶ＝ρの時，吾＝O，与手O
証明
( i) 倒を側に代入し， ρに関して微分し移項すると
rT T-t 
BTzぺrT)1 ~ eρ（t-T)dt 
dT _ J 0B2evぺι〉
dρ rT十B恥’陶芸－v’er:) ( -~＿！＿ J lf T 1 -l rTげ BTJJ 0 B~ vぺrt)
肌（32）から穿くOo
(i訪 問を tで微分し，移項すると
-191ー
d九 州 t）（ρーま） ω 
dt - uぺん〉
8. dr. 8. dr, 
故に，云「くρの時友LくO，そして pJ-＝ρの時五」Oo また rt=Btrt 
より
drt 1 d行 Et_ 
dt ＝否－； dt-B;'t
B. dr. Et r, 故に苛くρ の時ずくO，そして Bt=p の時 ?f~Oo
(i）は割引率が増加すると枯渇する時期が早められることを意味する。これは定
理2の（i）と同じ結果である。（i）は次のことを意味する。技術進歩率が割引率よ
り小さい時，効率単位でも自然単位でも資源の使用量は時間と共に減少し，そ
して技術進歩率が割引率に等しい時，資源使用量は効率単位では変化しないけ
れども，自然単位では減少するか不変である。技術進歩率が割引率より大きい
場合には，最適解の存在は証明していないけれども，（35）から効率単位による資
源使用量は時間と共に増加するo なお ρ＝Oの時は（20b), (20c）より会
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=Oとなり，技術進歩の率が割引率に等しく，効率単位においても自然単位に
おいても資源使用量は不変となるO
4. おわりに
資本の総量を増加させる技術進歩の場合には，技術進歩んが一定であると
いう仮定を置くことにより，技術進歩が増加する時，枯渇時期が延長された
り，枯渇時期における資源使用量が減少する傾向があることが導き出された。
しかし資源の使用効率を高める技術進歩の場合には，技術進歩率｛~が一定で
あるとし、う仮定を置いても，技術進歩が与える影響の何ら明確な特性を得るこ
とができなかったO これが，二つの違った型の技術進歩が示した特性の対照で、
あった。
この小論においては社会的効用が資源のみから成ると仮定したけれども，資
本，労働などの他の生産要素を取り入れたモデ、ルを考える必要があるO そして
Malthus希少性でなく， Ricardo希少性を持つ資源の場合も考察すべきであろ
う。
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